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Re´sume´ :
Cette e´tude pre´sente la dynamique et la stabilite´ line´aire d’un bourrelet 3D forme´ au bout d’une nappe
liquide sous l’effet de la tension de surface. L’augmentation de la taille du bourrelet liquide avec le
temps est prise en compte et inte´gre´e dans les e´quations de la stabilite´. Des simulations nume´riques 3D
du bourrelet et de la nappe liquide dans un milieu gazeux (plus pre´cise´ment pour un syste`me air/eau)
ont e´te´ mene´es. Les taux de croissances nume´riques sont en bon accord avec la the´orie line´aire dans
la limite ou` le temps characte´ristique de croissance du bourrelet est petit devant le taux de croissance
de la perturbation.
Abstract :
This work presents the dynamics and the linear stability of a 3D rim formed at the free end of a liquid
sheet due to surface tension. The growth of the rim size is taken into account in the linear stability.
The new 3D simulations of the rim and the liquid sheet of water in air show a good agreement with
the linear theory when the characteristic time for rim growth is smaller than the instability growth
rate.
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1 Introduction
Le me´canisme de formation et de de´tachement de gouttes a` partir d’une nappe liquide est d’un grand
inte´reˆt pour la compre´hension de plusieurs phe´nome`nes naturels et se retrouvent dans beaucoup de
processus industriels comme l’atomisation liquide, dans les chambres a` combustion, lors de l’impact de
gouttes (de pluie, d’arrosage ou de traitement agricole) sur les sols et les feuillages ou de l’impression
de jet d’encre[1].
La formation de gouttes liquides durant les processus d’atomisation re´sulte de nombreux effets et
reste mal compris. On l’explique notamment par une instabilite´ de Kelvin-Helmoltz initiale, puis par
l’arrachement d’un jet et/ou d’un filament liquide ainsi que par la de´formation non-line´aire de nappes
liquides. Lors de l’impact d’une goutte sur un film liquide ou un substrat solide, les photos ”classiques”
d’Edgerton [2] montrent par exemple que la de´stabilisation de la corolle liquide forme´e par l’impact
fait apparaˆıtre un de´tachement de petites gouttelettes. Une particularite´ des nappes liquides est que
son extre´mite´ se re´tracte sous l’effet de la tension de surface et forme ainsi un bourrelet qui grossit avec
le temps [3, 4]. L’e´tude de la stabilite´ de ces nappes liquides est cruciale pour notre compre´hension de
la formation et du de´tachement de gouttelettes. L’instabilite´ 3D du bourrelet liquide est connue et ob-
serve´e expe´rimentalement. Elle apparaˆıt aux grandes longueurs d’ondes, c’est a` dire qui correspondent
a` un grand rapport d’aspect entre la longueur d’onde et l’e´paisseur du bourrelet. Le grossissement du
bourrelet agit ainsi comme un facteur stabilisant de cette instabilite´.
Dans cet article, nous allons nous concentrer sur la dynamique et la stabilite´ line´aire du bourrelet
3D. Nous montrerons, a` l’aide de simulations nume´riques, que la prise en compte du grossissement du
bourrelet est essentielle dans la stabilite´ line´aire.
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2 Dynamique du bourrelet
Conside´rons dans un syste`me de coordonne´es carte´siennes {x, y} une nappe liquide, d’e´paisseur constante
e, non visqueuse plane se de´plac¸ant avec une vitesse constant ve dans la direction y. On suppose que
le bourrelet forme´ au bout de la nappe, par effet capillaire (voir [3, 4]), a une forme cylindrique de
rayon a. La surface d’une section transversale du bourrelet est note´e A = pia2 et sa ligne moyenne Y
(voir figure 1)
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Figure 1 – Configuration spatiale du bourrelet
La vitesse du liquide a` l’inte´rieur du bourrelet est note´e u et V suivant les directions x et y avec
u < V < ve. La dynamique du bourrelet peut eˆtre de´crite par sa ligne moyenne Y (x, t) en utilisant
une approche quasi-unidimensionnelle. En e´crivant la conservation de la masse, la conservation de
la quantite´ de mouvement suivant x et y ainsi qu’une condition cine´matique pour la vitesse dans le
bourrelet, on obtient le syste`me d’e´quations (1) avec les quatre inconnues : a(x, t) (ou de manie`re
e´quivalente la surface A(x, t)), Y (x, t), u(x, t) and V (x, t).


∂tY + u∂xY = V
∂tA+ ∂x(uA) = e(ve − V )
ρA[∂tu+ u∂xu] = −∂x(AP )− ρe(ve − V )u+ 2σ∂xY + 2piσ∂xa
ρA[∂tV + u∂xV ] = ρe(ve − V )2 − 2σ + 2piσ∂x(a∂xY )
(1)
ou` ρ est la masse volumique du liquide, σ est la tension de surface (suppose´e constante), ∂t et ∂x
sont respectivement les de´rive´es partielles temporelle et spatiale. P est la pression de Laplace :
P =
σ
a
− σ ∂
2a
∂x2
, ou` on a fait l’approximation des petites de´formations (∂xa)
2  1. Les effets du
gaz environnant sont ne´glige´s.
Les forces exte´rieures (par unite´ de longueur) conside´re´es dans le syste`me (1) sont d’une part la force
inertielle du liquide entrant dans le bourrelet par la nappe liquide (−ρe(ve−V )u, ρe(ve−V )2) et d’autres
parts les forces capillaires sur les sections transversales du bourrelet : (σ∂x(2pia), σ∂x(2pia∂xY )) et a`
cause du raccordement du bourrelet a` la nappe liquide : (2σ∂xY,−2σ).
3 Stabilite´ line´aire d’une petite perturbation transversale
La taille du bourrelet liquide augmentant avec le temps, la solution de base autour de laquelle sera
e´tudie´e la stabilite´ line´aire de´pend du temps t.
3.1 Solution de base
La solution de base conside´re´e ici, est le mouvement d’un bourrelet droit inde´pendant de l’espace. Les
inconnues du syste`me (1) ne de´pendent que du temps t : a0 = a0(t), Y0 = Y0(t), u0 = 0, V0 = V0(t).
En remplac¸ant dans le syste`me (1), on obtient :
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

.
Y0= V0
.
A0= e(ve − V0)
ρA0
.
V0= ρe(ve − V0)2 − 2σ
(2)
ou`
.
x de´signe la de´rive´e temporelle de x.
La surface transversale du bourrelet A0 augmente aucours du temps tandis que le terme d’acce´le´ration.
V0 de´croit. A l’e´quilibre les effets inertiels compensent les effets capillaires et
.
V0 devient nul. La vitesse
du bourrelet dans le re´fe´rentiel absolu devient constante : (ve − V0) =
√
2σ/ρe et correspond a` la
vitesse constante de re´traction du bourrelet de Taylor-Cullick [3, 4].
3.2 Stabilite´ line´aire
A la solution de base e´tudie´e dans la section pre´ce´dente, on ajoute une petite perturbation transversale
a` grande longueur d’onde  = Y − Y0. La longueur d’onde de la perturbation est note´e λ et le nombre
d’onde k =
2pi
λ
.
Les quatre inconnues du syste`me (1) deviennent ici : a(x, t) = a0(t) + a1(x, t), Y (x, t) = Y0(t) +
Y1(x, t), u(x, t) = u1(x, t), V (x, t) = V0(t) + V1(x, t).
Au premier ordre en  on obtient le syste`me (3) :


∂tY1 = V1
∂tA1 +A0∂xu1 = −eV1 ⇔ 2pi(a1∂ta0 + a0∂ta1) + pia20∂xu1 = −eV1
ρA0∂tu1 = piσ∂xa1 +A0σ∂xxxa1 − ρ(ve − V0)u1 + 2σ∂xY1
ρA1∂tV0 + ρA0∂tV1 = 2pia0σ∂xxY1 − 2ρe(ve − V0)V1
(3)
ou` les indices 0˝et 1˝font re´fe´rences a` la solution de base et aux termes de correction du pre-
mier ordre, ∂xx et ∂xxx de´signent les de´rive´es partielles du second et troisie`me ordre, A0 = pia
2
0 et
A1 = 2pia0a1.
Le terme a1∂ta0 traduisant l’e´volution temporelle du rayon du bourrelet est du premier ordre en  et
ne peut eˆtre ne´glige´ dans l’analyse de la stabilite´ line´aire.
Le syste`me (3) est valable seulement aux grandes longueurs d’ondes telles que : a0  λ et si le
temps characte´ristique de croissance du bourrelet est tre`s petit devant le taux de croissance ω de
la perturbation :
.
A
A0
 ω. Dans cette limite, les termes d’indice 0 ˝, provenant de la solution
de base, e´voluent tre`s faiblement en temps et le syste`me (3) peut eˆtre conside´re´ comme line´aire
a` coefficients constants. On peut alors chercher les modes normaux sous la forme exponentielle :
(u1, V1, a1, Y1) = (u¯1, V¯1, a¯1, Y¯1)e
ωt+ikx.
Le syste`me (3) peut se re´e´crire sous la forme : M .b = 0, ou`
M =


−ω 0 0 1
0 2pi(
.
a0 +a0ω) ikpia
2
0 e
−2ikσ −piσik(1− k2a20) ρ(pia20ω + e(ve − V0)) 0
2k2piσa0 2ρpia0
.
V0 0 ρ(pia
2
0ω + 2e(ve − V0))


et b =


Y¯1
a¯1
u¯1
V¯1


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Cette e´quation admet des solutions non-triviales seulement si la matrixeM est singulie`re. Le de´terminant
de M doit eˆtre nul et l’e´quation correspondante donne la relation de dispersion :
2ω¯4 + 14
.¯
a0ω¯
3 + [28
.¯
a0
2
+ 4k¯2 − k¯2(1 − k¯2) − 2
pi
e¯
.¯
V0]ω¯
2 + 4[3
.¯
a0k¯
2 + 4
.¯
a0
3 − 1
pi
e¯
.¯
V0
.¯
a0 − .¯a0k¯2(1 − k¯2)]ω¯ +
2k¯2[4
.¯
a0
2
+
2
pi
.¯
V0 − k¯2(1− k¯2)] = 0, (4)
ou` les e´chelles : ω = (
√
σ/ρa30)ω¯, ka0 = k¯,
.
V0= (σ/ρa
2
0)
.¯
V0,
.
a0= (
√
σ/ρa0)
.¯
a0 and e = a0e¯, ont e´te´
utilise´es pour calculer les parame`tres sans dimensions.
La relation de dispersion (4) de´pend des deux parame`tres
.¯
V0 et e¯ et admet quatre solutions complexes
pour chaque valeur des ces parame`tres et du nombre d’onde adimensionne´ k¯. La solution de base et
les conditions ge´ome´triques imposent
.¯
V0 ≥ −2/pi et 0 ≤ e¯ ≤ 1.
La figure 2 montre le taux de croissance re´el maximum (Max(ω¯r)) en fonction de k¯ pour plusieurs
valeurs de
.¯
V0 et e¯. Les points anguleux sur cette figure correspondent a` l’intersection de deux diffe´rents
modes. Le taux de croissance augmente de manie`re significative lorsque e¯ diminue et losque
.¯
V0 est
ne´gatif. Le cas
.¯
V0 = 0 et e¯ = 0 coincide avec le taux de croissance de l’instabilite´ de Rayleigh-Plateau
[5].
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Figure 2 – Taux de croissance en fonction du nombre d’onde pour quatre cas diffe´rents. Le taux
de croissance augmente quand l’e´paisseur adimensionne´e de la nappe de´croit et lorsque le terme
d’acce´le´ration
.¯
V0(= Γ0) est ne´gatif.
Le temps characte´ristique de croissance du bourrelet peut s’e´crire en fonction du terme d’acce´le´ration et
de la tension de surface a` partir des e´quations du syste`me (2) :
( .
A
A0
)2
=
e
A0
.
V0 +
2e
A20
σ
ρ
(5)
Dans le cas
.¯
V0 = 0, comme on peut le voir sur la figure 2(a), la perturbation est d’autant plus instable
que la valeur de e¯ diminue : ω(e¯ 6= 0) ≤ ω(e¯ = 0) = ωRP ∀k¯ ∈ [0 : 1], ou` ωRP ∼ ka0
√
σ
2ρa30
(pour les
petites valeurs de k¯) de´signe le taux de croissance de Rayleigh-Plateau.
La condition
.
A
A0
 ω peut donc se re´e´crire dans le cas
.¯
V0 = 0 :
.
A
A0
 ω ≤ ωRP ⇔ e
a0
 pi
2
4
(ka0)
2
Par conse´quent pour
.¯
V0 = 0 et e¯ fixe´, la the´orie line´aire e´tudie´e ici est valable seulement pour les
nombres d’ondes tels que : k¯  k¯Lim = 2
pi
√
e¯.
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Table 1 – Parame`tres caracte´ristiques utilise´s pour adimensionner les variables de simulations
Lc (m) Uc (m/s) ρc(kg/m
3)
5 · 10−3 1 103
Nous allons dans la suite effectuer des simulations nume´riques, l’objectif e´tant de faire une comparaison
avec les re´sultats the´oriques.
4 Simulations nume´riques
Nous allons utiliser pour les simulations nume´riques le code libre GERRIS (The Gerris Flow Solver :
http ://gfs.sf.net) de´veloppe´ par Ste´phane Popinet [6, 7], e´crit en C utilisant un style de programmation
oriente´ objet. Il permet de simuler des e´coulements incompressibles diphasique, de densite´ variable et
avec une tension de surface a` l’aide des e´quations de Navier-Stokes et un maillage adaptatif en traitant
l’interface entre les deux fluides par une me´thode VOF (Volume Of Fluid).
On conside`re une nappe liquide d’e´paisseur e = 3/64 (234.4 µm en variables physiques) raccorde´e a` un
bourrelet cylindrique de rayon a. La vitesse du bourrelet est prise e´gale a` la vitesse de Taylor-Cullick
[3, 4], permettant de se placer dans un re´gime stationnaire (
.
V0= 0). Les parame`tres physiques utilise´s
pour l’adimensionnement des variables de simulations sont re´capitule´s dans le Tableau 1. Les rapports
de densite´ et de viscosite´ sont maintenus constants et respectivement e´gaux a` 850 et 50 (syste`me
air/eau). On se place dans le cas ou` le profil 2D de la nappe liquide est le plus stable (voir Fuster et
autres [8]) et le nombre d’Ohnesorge (Oh = µ/(ρσe)1/2) qui compare les effets visqueux aux effets de
la tension de surface, est fixe´ a` 0.1.
Le maillage initiale (voir figure 3) comporte 64×64×64 cellules et des crite`res de raffinement adaptatifs
dynamiques et locaux, base´s sur le champ de vorticite´ la position de l’interface et la courbure a`
l’interface, sont ajoute´s afin de maintenir une bonne re´solution pre`s de l’interface et dans les zones de
fortes vorticite´ et de courbure (allant jusqu’a` une re´solution de 256 cellules). La perturbation initiale
est ajoute´e sur le rayon du bourrelet qui est ainsi donne´ par : a(x) = a0[1 + sin(kx)], avec  = 0.02,
a0 est tel que e/a0 = e¯ = 0.2 et k est le nombre d’onde (k = 2pi/λ, ou` λ est la longueur d’onde de la
perturbation).
(a) (b)
Figure 3 – (a) Le maillage est plus raffine´ dans la zone de pincement de la nappe ou` il y a une forte
courbure et une forte voticite´. (b) Traceur VOF. En bleu le gaz, en rouge le liquide et entre les deux
l’interface. Le maillage est plus raffine´ au niveau de l’interface.
L’amplitude de la perturbation Ap(t) est calcule´e a` partir de la ligne d’interface (intersection entre
l’interface du bourrelet et son plan me´dian) sauve´e a` chaque pas de temps. Le taux de croissance
nume´rique est ensuite de´termine´ de deux manie`res diffe´rentes selon que l’on est a` droite ou a` gauche
de k¯Lim (ici k¯Lim = 0.285). A droite de k¯Lim, le temps characte´ristique de la croissance du bourrelet est
petit devant le taux de croissance de la perturbation et le taux de croissance nume´rique correspond
a` la pente de la partie line´aire de Log[Ap(t)/Ap(0)] (voir figure 4(a)). A gauche de k¯Lim, le temps
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characte´ristique de la croissance du bourrelet est du meˆme ordre que le taux de croissance de la
perturbation. Dans ce cas, le taux de croissance nume´rique est donne´ par la pente de la partie line´aire
de Log[Ap(t)/Ap(0)−
.¯
A
A0
t] ou`
.¯
A
A0
=
.
A
A0
/(
√
σ/ρa30) =
√
2e¯
pi
(voir l’e´quation (5)).
La figure 4(b) montre la comparaison entre les taux de croissance nume´riques obtenus a` partir des
simulations, la the´rie line´aire e´tudie´e dans la section 3 (the´orie actuelle) et la the´orie line´aire de
Roisman et autres (2006) [9]. Les taux de croissances nume´riques sont en bon accord avec la the´orie
line´aire actuelle avec une erreur absolue maximale de l’ordre de 0.01.
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Figure 4 – (a) : Taux de croissance pour
.¯
V0(= Γ0) = 0, e¯ = 0.2 et k¯ = 0.613, ici ω ≈ 0.207.(b) :
Comparaison entre la the´orie line´aire actuelle, la the´orie line´aire de Roisman (2006) et la simulation
nume´rique.
5 Conclusions
La stabilite´ line´aire du bourrelet liquide 3D a e´te´ e´tudie´e the´oriquement puis nume´riquement. La
prise en compte de l’augmentation de la taille du bourrelet dans la stabilite´ line´aire est cruciale et les
re´sultats nume´riques sont beaucoup plus en bon accord avec la the´orie line´aire actuelle bien que les
effets du gaz ambient et de la viscosite´ y sont ne´glige´s. Le bourrelet est d’autant plus instable qu’il
de´ce´le`re et aussi lorsque l’e´paisseur de la nappe liquide raccorde´e est petite devant son rayon.
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